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論 文 要 旨 
 本博士論文では， E. Shustinによって導入されたトロピカル化と呼ばれるトーリック曲面上の代数曲線の退
化を，特異点としてA_3特異点を 1 点のみ持つ代数曲線 (以下1-tacnodal curveと呼ぶ) に適用し，ある条
件のもとで現れ得るトロピカルアメーバを分類する． 
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 先ず，トロピカル幾何学に関する幾つかの用語を導入する．Kを複素係数収束Puiseux級数体とする．これ
は標数 0の非アルキメデス的代数閉体であることが知られている．K上 2変数多項式Fの定める 2次元代数
的トーラス上の代数曲線の非アルキメデスノルムに関するアメーバの閉包はトロピカル平面曲線の構造を持
ち，トロピカルアメーバと呼ばれる．一般にトロピカル平面曲線はMax-Plus代数上の 2 変数多項式の
non-linear locusとして定義されるが，これはbalancing conditionと呼ばれる条件を満足する 1次元多面体的
複体となる．双対定理から，トロピカルアメーバT_FはFのニュートン多面体N_Fのある正則な格子細分と双
対の関係にあり，この細分をT_Fの双対細分と言う．注意として，アメーバでないトロピカル曲線にも定義トロ
ピカル多項式を考えることで双対細分が定まり，双対定理が成り立つ．トロピカル曲線Tのランクとは，Tと同
じ双対細分を持つトロピカル曲線のなす空間の次元である． 
 トロピカルアメーバはFの定める曲線のトロピカル化と呼ばれる退化の双対交叉グラフとして特徴付けられ
る．Kの不定元tを複素平面内の原点 0 を中心とする半径が十分小さい円板Dの元と見なすことでK係数多
項式Fから非零なtを径数とするequi-singularな曲線族が得られる．トロピカル化はこの族の中心ファイバーで
ある被約曲線であり，T_Fの双対細分を実現する区分線型函数から得られるトーリック退化の中心ファイバ
ー上の曲線となる． 
 本研究の目的は， G. Mikhalkinによるトロピカル幾何学を用いたトーリック曲面上の結節的曲線の数え上
げ問題の研究の，一般の特異曲線への拡張である． ここで 2 次元格子多面体Pから定まる偏極トーリック曲
面(X(P), D(P))上の特異曲線の数え上げ問題とは，「与えられた平面曲線特異点の位相型の有限なコレク
ションCに対して，特異点集合がCである代数曲線であって，r(C, P)個の一般の位置にあるX(P)の点を通り，
D(P)の定める完備線形系に含まれるものの個数はどれだけあるか」という問題である．ここでr(C, P)は特異
点集合がCである代数曲線の成すD(P)の定める完備線形系内の空間の次元である．射影曲面上の結節的
曲線 (i.e., C={A_1, ..., A_1}の場合) の数え上げ問題はM. Kontsevich (有理曲線の場合)， L. Caporaso 
and J. Harris (任意の幾何種数の場合) によって公式が与えられている． 
 Mikhalkinは単純と呼ばれるトロピカル曲線のクラスとトロピカル版の数え上げ問題を導入し，結節的複素
曲線と単純トロピカル曲線を対応させることで偏極トーリック曲面上の結節的曲線の数え上げが単純トロピカ
ル曲線の数え上げと等しいことを証明した．また，Shustinは特異曲線のトロピカル化と呼ばれる変形を導入
し，1-cuspidal curve (i.e., C={A_2}なる代数曲線) の場合にそのトロピカルアメーバを類別し，Mikhalkinの
定理の 1-cuspidal版を証明した．その定理は「(1) 特異曲線のトロピカル化を用いて，現れるトロピカルアメー
バを分類する」，「(2) 分類に現れたトロピカルアメーバに対し，条件を満たす複素曲線がどれだけ存在する
かをパッチワークを用いて数える」というステップによって証明される．本博士論文の主定理はこの (1) に対
応する． (2) に関してはShustinによって開発された特異曲線のパッチワーク可能性の判別法が 1-tacnodal 
curveの場合では働かないことが分かる (Remark 4.21)． 
 次の主張が本博士論文の主定理である (tropical 1-tacnodal curveの定義はここでは割愛する．詳しくは論
文のDefinition 4.1を参照のこと) ： 
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主定理．Fを 1-tacnodal curveを定めるK上 2 変数既約多項式とする．もしFの定めるトロピカルアメ
ーバのランクがFのNewton多面体の格子点数-4 以上で，そのトロピカル化が孤立特異点のみ持
つならば，そのトロピカルアメーバはtropical 1-tacnodal curveである． 
 
 この定理に関する注意として，このランクの条件は，数え上げ問題における「次元の個数の一般の位置に
ある点を通る」に対応する． 
 以下，本博士論文の構成について述べる． 
 第１章では，トロピカル超曲面に関する基礎的な事柄を概観する．特に，トロピカル曲線のexpected rankと
ランクの関係に関するShustinの補題 (Lemma 1.15) を紹介する． 
 第２章では平面曲線特異点の位相型に関して，Newton図形と呼ばれる多面体から特異点のミルナー数を
与えるKouchnirenkoの公式を中心に概説を与える．それを用いてA_3 特異点を特徴づけるための補題 
(Lemma 2.5) を証明する．その系として 1-tacnodal  curveの空間の次元の下からの評価を与える 
(Corollary 2.6)． 
 第３章では平面曲線特異点のNewton図形をトロピカル曲線の理論を用いて解釈する試みについて紹介
し，主定理としてN. A'Campo, S. M. Gusein-Zadeによる平面曲線特異点の実モース化のトロピカル類似公式
を証明する (Theorem 3.1)． 
 第４章において本博士論文の主定理の証明を行う．仮定からK上トーリック曲面X_K(N_F)上にFが定める
の曲線の幾何種数が「N_Fの内格子点の個数-2」であることから，Fの定めるトロピカルアメーバT_Fの双対
細分S_Fについて次の場合が考えられる： 
(A) S_FがTP細分で(＊)=0を満たす， 
(B) S_FがTP細分で(＊)=1を満たす， 
(C) S_FがTP細分でなく(＊)=0を満たす， 
(D) S_FがTP細分でなく(＊)=1を満たす． 
但し(＊)は「(N_Fの境界の格子点数)-(N_Fの境界の格子点でS_Fの頂点である点の数)」とし，S_Fが三角形
と平行四辺形のみから成る格子細分であるときにS_FがTP細分であるという． 
 以上の各場合に対してランクに関する仮定とLemma 1.15 を用いることで，現れ得るトロピカル曲線の組合
せ型を粗く分類する．更にPickの定理を用いることで存在し得ない格子多面体を除外する．最後に，Lemma 
2.5 を用いて具体的に計算することで，残ったトロピカル曲線の候補のうち 1-tacnodal curveのトロピカル化と
して現れることができないような退化モデルを持つものを選び出すことにより証明される． 
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論文審査の結果の要旨 
 
 高橋卓大氏は博士課程において，特異点をもつ代数曲線のトロピカル化により得られるトロ
ピカル曲線を使った代数曲線の数え上げ幾何学の研究を進めた．数え上げ幾何学とは交叉理論
などを用いて代数方程式の解の数を求める問題である．19 世紀終わり頃に Schubert により基本
的な計算法が導入され，その後の代数幾何学の発展と共に応用の幅が広がり，ミラー対称性など
とも関連する重要な研究分野となる．2005 年に Mikhalkin は，代数曲線の数え上げがトロピカ
ル曲線というグラフの数え上げと等価であるという強力な結果を示した．この対応は非特異代
数曲線だけでなく，A_1特異点を持つ代数曲線にも適用される．その後，同じく 2005 年に Shustin
はこの結果をトーリック退化を用いて A_2 特異点を１つだけもつ代数曲線に拡張した．ただし，
Shustin の論法は扱いが非常に難しく，A_2 特異点１つという設定から進展が得られていないの
が現状である．  
 高橋氏は博士論文において，Shustin の論法を精査することで，より複雑な特異点である A_3
特異点を１つもつ代数曲線の数え上げ問題に取り組み，対応するトロピカル曲線の分類を行っ
た．さらに論文では A_3 特異点をもつ代数曲線の場合には Shustin が用いたパッチワークとい
う手法が適用できない場合があることを発見し，Shustin の論法の問題点を明確にすることに成
功した．この結果はトロピカル曲線による特異代数曲線の数え上げ幾何学に対し，具体的なハー
ドルを明確に指摘するものであり，重要性は極めて高いと言える．また，近年，トロピカル幾何
学における特異点の概念の定式化が様々な角度から試みられており，今回の結果はそれらの定
式化の指標としても重要な結果となる．  
博士論文で得られた結果は国際研究集会等で発表を行い，また E.Shustin 氏や西納武男氏と
いったトロピカル幾何学の専門家との情報交換も行い，良い反応を得ている．高橋氏のトロピカ
ル幾何学の知識と経験は指導教員よりも遥かに上で，博士論文の研究も自分の力で組み立てて
実行したものであり，自立して研究活動を行うに必要な高度の研究能力と学識を有することを
示している． 
以上のことから，提出された博士論文は，博士（理学）の学位論文として合格と認める． 
 
